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MỞ ĐẦU

1. LỊCH SỬ VẤN ĐỀ VÀ LÝ DO CHỌN ĐỀ TÀI

Một trong những vấn đề cốt lõi của giải tích điều hòa là nghiên cứu tính bị
chặn của các toán tử T trên một số không gian hàm và một số không gian hàm

suy rộng

||Tf ||Y ≤ C||f ||X , (1)

với C là hằng số nào đó, X, Y là hai không gian hàm hoặc hàm suy rộng với

chuẩn tương ứng là || · ||X ; || · ||Y . Đây là câu hỏi xuất hiện một cách tự nhiên

trong các nghiên cứu về giải tích, lý thuyết hàm, phương trình đạo hàm riêng.

Chẳng hạn, ta xét toán tử Riesz Jα cho bởi công thức hình thức

Jα(f)(x) =

∫
Rd

f(y)

|x− y|d−α
dy (2)

Với 1 ≤ p < d
α và q = dp

d−αp thì Jα bị chặn từ Lp(Rd) vào Lq(Rd). Một áp dụng

trực tiếp kết quả này là định lý nhúng Sobolev-Gagliardo-Nirenberg: không gian

W 1,p(Rd) được nhúng liên tục vào trong Lq(Rd), với 1 ≤ p ≤ q ≤ p∗, trong đó
1
p∗ = 1

p −
1
d .

Một trong những đối tượng nghiên cứu chính của luận án này là nghiên cứu

(1) cho một lớp toán tử tích phân và giao hoán tử của chúng. Lớp toán tử này

chứa đựng hoặc có mối liên hệ mật thiết với nhiều toán tử cổ điển quan trọng

như toán tử Hardy, toán tử cực đại Calderón, toán tử Riemann-Lioville trên

đường thẳng, trường hợp một chiều của toán tử Jα nói trên. Các ước lượng dạng

(1) khi đó vẫn thường gọi là bất đẳng thức Hardy. Về lịch sử, bất đẳng thức tích

phân Hardy và dạng rời rạc của nó ra đời khoảng những năm 1920, liên quan

đến tính liên tục của toán tử trung bình Hardy giữa các không gian Lp. Một

trong những động lực chính dẫn tới các kết quả đó được xuất phát từ bất đẳng

thức Hilbert. Nhà toán học Hilbert, trong khi nghiên cứu nghiệm của một số

phương trình tích phân, dẫn tới bài toán nghiên cứu tính hội tụ của chuỗi kép

dạng
∞∑
n=1

∞∑
m=1

ambn
m+ n

. Trong bài báo năm 1915 của mình Hardy đã chỉ ra sự hội
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tụ của chuỗi
∞∑
n=1

∞∑
m=1

aman
m+ n

tương đương với sự hội tụ của hai chuỗi sau

∞∑
n=1

anAn

n
và

∞∑
n=1

(
An

n

)2

,

trong đó An = a1 + · · · + an. Từ đây dẫn tới dạng tích phân của kết quả này

chính là: nếu một hàm f thuộc Lp(R+), với 1 < p < ∞ thì Hf cũng thuộc

Lp(R+), trong đó

Hf(x) =
1

x

∫ x

0
f(t)dt. (3)

Năm 1920 G. Hardy đã đưa ra bất đẳng thức tích phân sau đây

∞∫
0

(
1

x

∫ x

0
f(t)dt

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

f p(x)dx. (4)

với 1 < p < ∞, f là hàm đo được không âm trên (0,∞), và hằng số p
p−1 là số

nhỏ nhất thoả mãn.

Toán tử Hardy là một trường hợp riêng của lớp toán tử Hausdorff, xuất hiện

trong các bài toán nghiên cứu tính khả tổng cho chuỗi số, chuỗi luỹ thừa với

các công trình mang tính nền móng của Siskakis và của Liflyand-Móricz. Trên

trường thực, toán tử Hausdorff có dạng sau

HΦ,A(f)(x) =

∫
Rd

Φ(u)f(xA(u))du (5)

với Φ là hàm đo được trên Rd và A = A(u) = (aij(u)) là ma trận cấp d×d′ trong
đó aij(u) là hàm đo được theo biến u. Đặc biệt, khi Φ(u) = χ[0,1](u), A(u) = u

thì HΦ,A trở thành toán tử Hardy cổ điển như đã đề cập ở trên.

Một câu hỏi tự nhiên đặt ra, với các không gian X, Y nào và với các điều kiện

nào của Φ, ma trận A thì (1) đúng với T = HΦ,A. Hơn nữa, khi đó thì hằng số

tốt nhất C trong (1) là bao nhiêu? Câu hỏi thứ nhất từ lâu đã thu hút sự quan

tâm của nhiều nhà toán học trên thế giới và có thể chỉ ra một số kết quả gần

đây của K. Andersen, E. Liflyand, F. Möricz, D.S. Fan. Tuy nhiên các điều kiện

cần về tính bị chặn được đưa ra chưa hẳn là điều kiện đủ và câu hỏi về hằng số

tốt nhất trong mỗi trường hợp đó đều không dễ trả lời. Với câu hỏi thứ hai về

việc xác định hằng số tốt nhất trong các ước lượng dạng (1) cho các lớp toán tử

trung bình có hai hướng: Thứ nhất là cho lớp toán tử trung bình trên hình cầu
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có dạng

H(f)(x) =
1

Ωd|x|d

∫
|y|<|x|

f(y)dy, x ∈ Rd \ {0}. (6)

Grafakos và Lacey chứng minh được rằng chuẩn Lp của H bằng
p

p− 1
. Một số

công trình nghiên cứu tiếp theo liên quan của các tác giả như Lin, Fu, Lu....

Thứ hai, đối với lớp toán tử trung bình dọc theo cung tham số cho bởi dạng

Uψf(x) =

∫ 1

0
f(tx)ψ(t)dt, (7)

Đây là lớp toán tử có nhiều ứng dụng cao trong lý thuyết toán tử, phương trình

vi phân đạo hàm riêng, bởi nó chứa nhiều toán tử cổ điển như toán tử Abel,

Rieman-Liouville, toán tử Hardy, toán tử cực đại Calderón. Năm 2001, J. Xiao

công bố một kết quả mang tính đột phá: Uψ bị chặn trên Lq(Rd) khi và chỉ khi∫ 1
0 t

−d
q ψ(t)dt hữu hạn. Hơn nữa,

||Uψ||Lq(Rd)→Lq(Rd) =

∫ 1

0
t
−d
q ψ(t)dt. (8)

Tương tự, Uψ bị chặn trong BMO khi và chỉ khi
∫ 1

0 ψ(t)dt hữu hạn và khi đó

||Uψ||BMO(Rd)→BMO(Rd) =

∫ 1

0
ψ(t)dt. (9)

Năm 2009, dựa trên phương pháp nghiên cứu cho các giao hoán tử của Calderón-

Coifmann-Weiss, các tác giả Fu, Liu và Lu chứng minh rằng [Mb, Uψ] bị chặn

trong Lq(Rd) với mọi b ∈ BMO(Rd) khi và chỉ khi

1∫
0

t−d/qψ(t) log
2

t
dt <∞.

Ở đây Mb là toán tử nhân Mb(f) = bf . Kết quả này cho thấy rằng giao hoán tử

của Uψ là "kì dị hơn" so với Uψ.

Hai kết quả nền tảng nói trên là động lực cho nhiều nghiên cứu sau này cho

lớp toán tử Uψ. Đây cũng là hướng nghiên cứu chính mà tác giả lựa chọn trong

luận án này: nghiên cứu các ước lượng chuẩn cho toán tử đa tuyến tính có dạng

sau

Um,n
ψ,−→s

(−→
f
)

(x) =

∫
[0,1]n

(
n∏
k=1

fk (sk(t)x)

)
ψ(t)dt. (10)
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Trường hợp m = n = 1, Chuong và Hung tìm ra được điều kiện cần và đủ

(với điều kiện thích hợp trên s(t)) của ψ để đảm bảo tính bị chặn của U 1,1
ψ,s và

các giao hoán tử của nó trong Lp và BMO với trọng thuần nhất. Chuẩn của

toán tử tương ứng cũng được tìm ra. Một điều kiện cần của trọng để giao hoán

tử [Mb, Uψ,s] bị chặn trong Lp cũng được đưa ra. Trong trường hợp không gian

Herz, năm 2016, Chuong, Hung và Duong đưa ra một điều kiện cần cho tính bị

chặn của giao hoán tử khi b thuộc không gian Lipschitz. Hung và Ky đưa ra các

tiêu chuẩn để Um,n
ψ,−→s bị chặn từ Lp1ω1

(Rd)× · · · × Lpmωm(Rd) vào Lpω(Rd) và bị chặn

từ Ḃp1,λ1
(
Rd
)
× · · · × Ḃpm,λm

(
Rd
)
vào Ḃp,λ

(
Rd
)
. Hơn nữa chuẩn của toán tử

trong từng trường hợp cũng được chỉ ra.

Tuy nhiên các tiêu chuẩn về tính bị chặn, chuẩn của Um,n
ψ,−→s cùng giao hoán tử

của nó trên các không gian loại Herz chưa được nghiên cứu trước đó. Các không

gian loại Herz bên cạnh là những mở rộng tự nhiên của các không gian Lebesgue,

còn có vai trò quan trọng trong phát triển lý thuyết hàm. Chẳng hạn, các hàm

phân tử Taibleson-Weiss, đóng vai trò quan trọng trong lý thuyết các không gian

Hardy, thuộc không gian loại Herz. Việc thiết lập các tính chất bị chặn và ước

lượng chuẩn trên không gian loại Herz đòi hỏi phải thay đổi phương pháp tiếp

cận so với các kết quả đã biết trên các không gian Lebesgue hay tâm Morrey.

Các phân tích tổng quan trên đây dẫn chúng tôi đến việc nghiên cứu câu hỏi

về tính bị chặn và chuẩn của toán tử trong (10) từ tích các không gian loại Herz

và Morrey-Herz với trọng luỹ thừa. Chúng tôi cũng đặt vấn đề nghiên cứu giao

hoán tử của Um,n
ψ,−→s trên tích các không gian Morrey-Herz. Những kết quả nghiên

cứu đạt được, được chúng tôi công bố trong bài báo số 3, trong danh mục công

trình liên quan đến luận án, và được trình bày trong chương 4 của Luận án này.

Giải tích trên trường số p−adic hay trên các nhóm Heisenberg được quan tâm

và phát triển mạnh trong những năm gần đây. Trong đề tài này, chúng tôi lựa

chọn nghiên cứu một số kêt quả của giải tích điều hoà trên trường địa phương

mà cụ thể ở đây là các toán tử trung bình loại Hardy trên trường số p−adic.
Năm 2006, Rim và Lee phát triển các kết quả của J. Xiao cho toán tử trung bình

Hardy p−adic có dạng sau

Up
ψf(x) =

∫
Z?p
f(tx)ψ(t)dt, (11)

với ψ là hàm không âm xác định trên vành số nguyên p−adic. Năm 2014, tác giả

H.D. Hung phát triển kết quả của Rim và Lee cho lớp toán tử p−adic Hardy-



5

Cesàro Up
ψ,s, trong các không gian với trọng luỹ thừa, trong đó

Up
ψ,sf(x) =

∫
Z?p
f (s(t)x)ψ(t)dt, (12)

Bên cạnh các kết quả về tính bị chặn, chuẩn của Uψ,s trên không gian p−adic
Lebesgue và BMO có trọng, tác giả chỉ ra được một hệ quả về sự hội tụ của

chuỗi kép trên trường thực như sau∑
j∈Z

( ∞∑
k=0

xj+βk yk

)r
1/r

≤

∑
j∈Z

xrj

1/r( ∞∑
k=0

yk

)
. (13)

với (xj)j∈Z và (yk)k≥0 là hai dãy số không âm, β là số nguyên không âm tùy ý

và với bất kỳ 1 ≤ r < ∞. Kết quả này cho ta thấy mối liên hệ giữa giải tích

p-adic và giải tích thực, việc nghiên cứu giải tích p−adic mang lại một công cụ để

nghiên cứu giải tích trên trường thực. Tương tự kết quả trong trường thực, Wu

và Fu(2017)tìm ra được các điều kiện cần và đủ cho tính bị chặn của Uψ trong

không gian Morrey p−adic Lq,λ(Qd
p), không gian Morrey tâm p−adic Ḃq,λ(Qd

p)

và CBMOq,λ(Qd
p). Hơn nữa chuẩn toán tử tương ứng cho các trường hợp cũng

được tìm ra.

Theo hướng này chúng tôi đặt bài toán phát triển các kết quả của Wu và

Fu(2017) cho lớp toán tử Up
ψ,s với các không gian tương ứng có trọng luỹ thừa.

Dựa trên công trình của Fu và cộng sự(2015), Hung, Ky(2015), Chuong và

Duong(20116) chúng tôi xây dựng lớp toán tử đa tuyến tính p−adic gắn với

toán tử Up
ψ,s. Chúng tôi nghiên cứu các kết quả mà Hung, Ky, Fu, Lu, Gong,

Yuan đạt được trong trường hợp thực, cho trường số p−adic.

2. MỤC ĐÍCH – ĐỐI TƯỢNG – PHẠM VI NGHIÊN CỨU

Luận án tập trung nghiên cứu toán tử Hardy-Cesàro, toán tử đa tuyến tính

Hardy-Cesàro và các giao hoán tử của chúng trong các không gian hàm trên

trường thực và p−adic, cụ thể như sau:

• Nội dung 1: Ước lượng chuẩn của toán tử p-adic Hardy-Cesàro có trọng và

giao hoán tử trên các không gian p-adic kiểu Morrey có trọng.

• Nội dung 2: Ước lượng chuẩn của toán tử đa tuyến tính p-adic Hardy-

Cesàro có trọng trên các không gian hàm p-adic:

• Nội dung 3: Ước lượng chuẩn của toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro và

giao hoán tử trên tích các không gian Herz thuần nhất có trọng, Morrey-Herz

có trọng thuần nhất.
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3. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU

Để nghiên cứu chuẩn của toán tử Hardy-Cesàro có trọng, toán tử đa tuyến

tính Hardy-Cesàro có trọng trên trường thực hay p-adic và giao hoán tử của

nó trên các không gian p−adic kiểu Morrey có trọng, tích các không gian kiểu

Herz,.... chúng tôi đã sử dụng lược đồ nghiên cứu sẵn có trên giải tích thực, giải

tích p-adic, lý thuyết toán tử, bất đẳng thức Hölder, bất đẳng thức Minkowski,

các bất đẳng thức. Hơn nữa để đánh giá tính bị chặn của giao hoán tử của toán

tử p−adic Hardy-Cesàro có trọng chúng tôi sử dụng phương pháp biến thực của

Coifman.

4. CẤU TRÚC CỦA LUẬN ÁN

Ngoài phần Mở đầu, Kết luận, Danh mục công trình đã công bố và Tài liệu

tham khảo, luận án được chia làm bốn chương:

• Chương 1: Kiến thức chuẩn bị.

• Chương 2: Toán tử p-adic Hardy-Cesàro và giao hoán tử trên các không

gian kiểu Morrey .

• Chương 3: Toán tử đa tuyến tính p-adic Hardy-Cesàro và giao hoán tử trên

một số không gian hàm p-adic.

• Chương 4: Toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro và giao hoán tử trên tích

các không gian loại Herz.
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong chương này chúng tôi trình bày một số kiến thức chuẩn bị, bao gồm:

Lý thuyết số p-adic, độ đo và tích phân trên trường p-adic, các không gian hàm

và một vài ví dụ về các hàm chọn, các bất đẳng thức Hölder, Minkowski và một

số định lí thường dùng.

1.1. Trường các số p−adic

Trong phần này, chúng tôi nhắc lại một số khái niệm về số p-adic, chuẩn

p-adic, trường các số p-adic và một số tính chất.

1.2. Độ đo và tích phân trong Qd
p

Trong phần này, chúng tôi nhắc lại các kiến thức cơ bản về độ đo và tích

phân trong giải tích p-adic và một vài ví dụ.

1.3. Các không gian hàm

Trong phần này, chúng tôi nhắc lại một số không gian hàm cần dùng trong

luận án như: Không gian Lebesgue, không gian Herz, không gian Morrey-Herz,

không gian BMO, không gian Morrey trên trường thực và p-adic và môt số ví dụ

minh họa, các bất đẳng thức Hölder, Minkowski và một số định lí thường dùng
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Chương 2

TOÁN TỬ P -ADIC HARDY-CESÀRO VÀ GIAO HOÁN TỬ

TRÊN CÁC KHÔNG GIAN KIỂU MOREY

Nội dung của chương này là nghiên cứu chuẩn của toán tử p-adic Hardy-

Cesàro trên các không gian kiểu Morrey. Đầu tiên chúng tôi đặt vấn đề nghiên

cứu bài toán. Để giải quyết bài toán, chúng tôi vận dụng ý tưởng của phương

pháp biến thực đối với các toán tử tích phân Hardy, một số kết quả cơ bản về

giải tích điều hoà trên trường p−adic, kết hợp đánh giá thông qua các bất đẳng

thức Minkowski, Hölder và việc xây dựng hàm thử để có bất đẳng thức ngược.

Cuối cùng dựa theo phương pháp của Coifman-Rochberg-Weiss(1976) chúng tôi

tìm được một điều kiện cần và một điều kiện đủ của hàm trọng ψ(t) để giao

hoán tử của toán tử này bị chặn trên các không gian p-adic tâm Morrey với biểu

trưng trong không gian p-adic tâm BMO có trọng.

Nội dung của chương này là dựa trên bài báo 1. trong danh mục công trình

đã công bố.

2.1. Đặt vấn đề

Bài toán mà chúng tôi quan tâm ở đây là nghiên cứu chuẩn của toán tử

Hardy-Cesàro Up
ψ,s trong các không gian Morrey trên trường p−adic.

2.2. Chuẩn của toán tử Up
ψ,s trên các không gian kiểu Morrey

Định nghĩa 2.1. Cho s : Z?p → Qp và ψ : Z?p → R+ là các hàm đo được và

ω : Qd
p → R+ là hàm khả tích địa phương. Toán tử p−adic Hardy-Cesàro với

trọng Up
ψ,s được xác định như sau

Up
ψ,sf(x) =

∫
Z?p
f (s(t)x)ψ(t)dt (2.1)

trong đó f là hàm đo được Qd
p. Ta kí hiệu Up

ψ thay cho Up
ψ,s khi s(t) = t.

Định nghĩa 2.2. Với α > −d, ta kí hiệu Wp
α là tập gồm tất cả các hàm không

âm, khả tích địa phương ω trên Qd
p sao cho ω(tx) = |t|αpω(x) với mọi x ∈ Qd

p và

t ∈ Q?
p và 0 <

∫
S0
ω(x)dx <∞.
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Định lí 2.1. Cho 1 ≤ q < ∞,−1
q < λ ≤ 0 là các số thực. Cho ψ là một hàm

không âm, đo được trên Z?p. Khi đó các mệnh đề sau là tương đương

(1) A :=
∫
Z?p
|s(t)|(d+α)λ

p ψ(t)dt hữu hạn.

(2) Up
ψ,s bị chặn trên Lq,λω (Qd

p).

(3) Up
ψ,s bị chặn trên Ḃq,λ

ω

(
Qd
p

)
.

Hơn nữa khi đó,∥∥∥Up
ψ,s

∥∥∥
Lq,λω (Qdp)→L

q,λ
ω (Qdp)

=
∥∥∥Up

ψ,s

∥∥∥
Ḃq,λω (Qdp)→Ḃ

q,λ
ω (Qdp)

= A. (2.2)

Nhận xét 2.1. Khi s(t) = t và ω ≡ 1, ta thu được kết quả của Định lý 2.1 và

2.3 của Fu, Wu(2017). Lưu ý rằng các định lý 2.1 và 2.3 của Fu, Wu(2017) chỉ

đưa ra kết luận với 1 < q, trong khi đó Định lý 2.1 chỉ ra tiêu chuẩn bị chặn cả

trong trường hợp q = 1.

Hệ quả 2.1. Toán tử Sp không bị chặn trong L1,λ(Qp) và trong B1,λ(Qp), với

−1 < λ ≤ 0.

Nhận xét 2.2. Trường hợp λ = −1
q , không gian Ḃ

q,λ
ω

(
Qd
p

)
và Lq,λω

(
Qd
p

)
trở thành

Lqω
(
Qd
p

)
, mặc dù chứng minh được sử dụng trong Định lý 2.1 không còn đúng

nữa, tuy nhiên theo kết quả của Định lý 3.1 của Hung(2014), thì kết luận của

Định lý vẫn đúng nhưng phải bổ sung thêm một điều kiện kĩ thuật |s(t)|p ≥ |t|βp
với t ∈ Z∗p (có thể xem Định lý 3.1 trong chương 3).

Bây giờ chúng tôi sẽ đưa ra một áp dụng minh hoạ cho kết quả trên vào nghiên

cứu nghiệm của các phương trình giả vi phân p−adic. Xét bài toán Cauchy sau

Dαu+ a(|x|p)u = f(|x|p), x ∈ Qp

u(0) = 0,

trong đó a, f là các hàm liên tục, hàm cần tìm u = u(|x|) là hàm bán kính. Để

nghiên cứu tính giải được của bài toán trên, năm 2014, A. Kochubei xét nghiệm

u có dạng u = Rp
α(v), trong đó Rp

α có dạng

Rp
αf(x) =

1− p−α

1− pα−1

∫
|y|p≤|x|p

(
|x− y|α−1

p − |y|α−1
p

)
f(y)dy

với f là hàm khả tích địa phương trên Qp. Toán tử Rp
α là nghịch đảo phải

của Dα trên không gian các hàm hằng địa phương, có vai trò như toán tử tích
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phân hàm Riemann-Lioville trên trường thực. Xét ψ0(t) = 1−p−α
1−pα−1 |1 − t|

α−1
p và

ψ1(t) = ψ0(1− t) thì

|xp|−αRp
αf(x) = Up

ψ0
f(x)− Up

ψ1
f(x).

Hệ quả 2.2. Giả sử 0 < α < 1 và 1 ≤ q < ∞ và −1
q < λ < 0. Khi đó Rp

α xác

định như là một toán tử bị chặn từ Lq,λ(Qp) vào Lq,λ(|x|−αqp dx,Qp).

Định lí 2.2. Nếu q, λ là các số thực thỏa mãn 1 < q < ∞, 0 ≤ λ < 1
d thì Up

ψ,s

bị chặn trên CBMOq,λ
ω

(
Qd
p

)
khi và chỉ khi A là hữu hạn. Hơn nữa,

‖Up
ψ,s‖CBMOq,λω (Qdp)→CBMOq,λω (Qdp)

= A. (2.3)

2.3. Giao hoán tử của toán tử p−adic Hardy-Cesàro

2.3.1. Các giao hoán tử và bổ đề bổ trợ

Giao hoán tử của toán tử Up
ψ,s được đưa ra bởi Hung(2014) xác định như sau

Định nghĩa 2.3. Cho ψ : Z? → [0,∞), s : Z? → Qp, b là hàm khả tích địa

phương trên Qd
p, f : Qd

p → C là hàm đo được. Giao hoán tử của toán tử p-adic

Hardy-Cesàro có trọng Up,b
ψ,s được định nghĩa như sau:

Up,b
ψ,sf(x) =

∫
Z?p
f(s(t)x)(b(x)− b(s(t)x))ψ(t)dt. (2.4)

Bổ đề 2.1. Giả sử rằng b là hàm thuộc CBMOq,λ
ω

(
Qd
p

)
và γ, γ′ là các số nguyên.

Giả sử λ ∈ R sao cho λ ≤ 1
d, 1 < q <∞ và ω ∈ Wα, với α > −d. Khi đó ta có∣∣∣bBγ ,ω − bBγ′ ,ω∣∣∣ ≤ cλp
d+α |γ′ − γ| ‖b‖CBMOq,λω

max{ω (Bγ)
λ , ω (Bγ′)

λ}.

Kí hiệu

cλ =

 1 nếu λ = 0

(d+ α) ln p · p(d+α)λ

|p(d+α)λ−1| · |λ| nếu λ 6= 0.

2.3.2. Các kết quả chính

Định lí 2.3. Cho q, q1, q2 là các số thực sao cho 1 < q < q1 <∞, 1
q = 1

q1
+ 1

q2
và

− 1
q1
< λ < 0. Cho s : Z?p → Qp là hàm đo được sao cho s(t) 6= 0 hầu khắp nơi

với t ∈ Z?p, ω ∈ Wp
α. Giả sử rằng b ∈ CBMOq2

ω

(
Qd
p

)
. Nếu cả A,B hữu hạn thì

giao hoán tử Up,b
ψ,s xác định như một toán tử bị chặn từ Ḃq1,λ

ω

(
Qn
p

)
vào Ḃq,λ

ω

(
Qd
p

)
.

Ngược lại nếu Up,b
ψ,s là bị chặn từ Ḃq1,λ

ω

(
Qd
p

)
vào Ḃq,λ

ω

(
Qd
p

)
thì B? hữu hạn. Ta kí

hiệu

B =

∫
Z?p
|s(t)|(d+α)λ

p ·
∣∣logp |s(t)|p

∣∣ · ψ(t)dt, (2.5)
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và

B? =

∣∣∣∣∣
∫
Z?p
|s(t)|(d+α)λ

p · logp |s(t)|p · ψ(t)dt

∣∣∣∣∣ . (2.6)

Hơn nữa, ‖f0‖Ḃq,λω (Qdp)

‖f0‖Ḃq1,λω (Qdp)
· B?

 · ‖b‖CBMOq2,λ2ω (Qdp)
≤‖Up,b

ψ,s‖Ḃq1,λω (Qdp)→Ḃ
q,λ
ω (Qdp)

.

≤
(
2A+ pd+αB

)
· ‖b‖CBMO

q2
ω (Qdp)

.

Vì logp |s(t)|p là số nguyên với bất kỳ t ∈ Z?p. Do đó |s(t)|p 6= 1 hầu khắp

nơi trên Z?p thì B ≥ A. Mặt khác nếu |s(t)|p ≥ 1 hầu khắp nơi với t ∈ Z?p hoặc

|s(t)|p ≤ 1 hầu khắp nơi với t ∈ Z?p thì B? = B. Điều đó suy ra hệ quả sau.

Hệ quả 2.3. Cho q, q1, q2 là các số thực sao cho 1 < q < q1 <∞, 1
q = 1

q1
+ 1

q2
và

− 1
q1
< λ < 0. Cho s : Z?p → Qp là hàm đo được thỏa mãn |s(t)|p > 1 hầu khắp

nơi t ∈ Z?p hoặc |s(t)|p < 1 hầu khắp nơi với t ∈ Z?p. Nếu b ∈ CBMOq2
ω

(
Qd
p

)
thì

giao hoán tử Up,b
ψ,s xác định như một toán tử bị chặn từ Ḃq1,λ

ω

(
Qd
p

)
vào Ḃq,λ

ω

(
Qd
p

)
khi và chỉ khi B hữu hạn.

Nhận xét 2.3. Như ta đã biết, giao hoán tử của toán tử Hardy nói chung "kì

dị hơn" so với toán tử Hardy tương ứng. Điều này cũng không ngoại lệ trong

trường hợp không gian tâm Morrey. Thực tế, khi |s(t)|p < 1 với hầu khắp nơi

t ∈ Z∗p thì B hữu hạn kéo theo A hữu hạn. Mặt khác, ví dụ sau đây chỉ ra A
hữu hạn nói chung không thể suy ra B <∞.

Thật vậy, chọn s(t) = pt, ψ(t) = 1

|pt|1+(d+α)λ
p (logp |pt|p)

2 , thì A <∞,B =∞.

Định lí 2.4. Cho 1 < q < q1 <∞, 1
q = 1

q1
+ 1

q2
,−1

q < λ < 0,− 1
q1
< λ1 < 0, 0 <

λ2 <
1
d và λ = λ1 + λ2. Cho s : Z?p → Qp là hàm đo được sao cho s(t) 6= 0 hầu

khắp nơi, ω ∈ Wp
α. Nếu C hữu hạn thì với bất kỳ b ∈ CBMOq2,λ2

ω (Qd
p), giao hoán

tử tương ứng Up,b
ψ,s bị chặn từ Ḃq1,λ1

ω (Qn
p) vào Ḃq,λ

ω (Qd
p) và ta có

‖Up,b
ψ,s‖Ḃq1,λ1ω (Qdp)→Ḃ

q,λ
ω (Qdp)

≤ (2 + pd+αcλ2) · C · ‖b‖CBMOq2,λ2ω (Qdp)
.

Ở đây cλ2 là hằng số được xác định như trong trong Bổ đề 2.1 và

C =

∫
Z?p

max{1, |s(t)|(d+α)λ1}|s(t)|(d+α)λ1
p · |log |s(t)|p|ψ(t)dt.
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Chương 3

TOÁN TỬ ĐA TUYẾN TÍNH P -ADIC HARDY-CESÀRO

VÀ GIAO HOÁN TỬ TRÊN MỘT SỐ KHÔNG GIAN HÀM P -ADIC

Trong chương này chúng tôi nghiên cứu các tiêu chuẩn cho tính bị chặn

và chuẩn của toán tử đa tuyến tính p-adic Hardy-Cesàro trên tích các không

gian Lebesgue và tích các không gian kiểu Morrey. Lược đồ chứng minh các kết

quả chúng tôi sử dụng ở đây được phát triển từ lược đồ đã được sử dụng trong

chương trước, kết hợp với các phương pháp được sử dụng trong nghiên cứu các

toán tử đa tuyến tính trên trường thực hay trên các nhóm compact địa phương.

Bài toán tương ứng đặt cho giao hoán tử của toán tử p-adic Hardy-Cesàro cũng

được chúng tôi nghiên cứu trong chương này. Phương pháp nghiên cứu ở đây đó

là vận dụng phương pháp của Coifman, Rochberg, Weiss(1976) trong nghiên cứu

toán tử giao hoán tử cho tích phân kì dị, toán tử cực đại, ... Bên cạnh đó, chúng

tôi sẽ đi thiết lập đánh giá dao động giữa trung bình của hai hàm thuộc CBMO,

từ đó thiết lập các đánh giá Lp cho các toán tử tích phân loại trung bình. Điểm

khác biệt ở đây chính là đối với các toán tử tích phân kì dị, ta thường thông qua

bất đẳng thức John-Nirenberg, thì ở đây chúng tôi đánh giá trực tiếp thông qua

các bất đẳng thức tích phân Minkowski và Hölder.

Nội dung của chương này là dựa trên bài báo 2. trong danh mục công trình

đã công bố.

3.1. Đặt bài toán

Dựa vào các phân tích như trong phần mở đầu, chương này chúng tôi nghiên

cứu toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro có trọng phiên bản p-adic trên các không

gian hàm phiên bản p-adic.

3.2. Chuẩn của toán tử đa tuyến tính p-adic Hardy-Cesàro trên tích các không

gian Lebesgue và tích các không gian kiểu Morrey

Để chứng minh các kết quả chính chúng tôi cần một số khái niệm và bổ đề

quan trọng sau.
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3.2.1. Một số khái niệm và bổ đề

Chúng tôi giới thiệu và nghiên cứa phiên bản p-adic của toán tử đa tuyến tính

Hardy-Cesàro có trọng định nghĩa như sau:

Định nghĩa 3.1. Cho m,n là các số nguyên dương và ψ :
(
Z?p
)n → [0; +∞),

−→s = (s1, . . . , sm) :
(
Z?p
)n → Qm

p là các hàm đo được. Toán tử đa tuyến tính

p−adic Hardy-Cesàro có trọng Up,m,n
ψ,−→s , xác định đối với vector của các hàm đo

được
−→
f = (f1, . . . , fm) : Qd

p → Cm , được định nghĩa như sau

Up,m,n
ψ,−→s (f1, . . . , fm)(x) =

∫
(Z?p)

n

(
m∏
k=1

fk (sk(t)x)

)
ψ(t)dt, (3.1)

với −→s = (s1, . . . , sm).

Nhận xét 3.1. Khi m = n = 1, Up,m,n
ψ,−→s trở thành Up

ψ,s đã được nghiên cứu bởi

Hung(2014).

Trong chương này, nếu không phát biểu đề cập đến thì ta luôn giả thiết

q, α, qi, αj là các số thực, 1 ≤ q <∞, 1 ≤ qj <∞, αj > −d với mỗi j = 1, . . . ,m

sao cho
1

q
=

1

q1
+ · · ·+ 1

qm
, (3.2)

và

α =
qα1

q1
+ · · ·+ qαm

qm
. (3.3)

Cho các hàm trọng ωk ∈ Wp
αk
, k = 1, . . . ,m. Đặt

ω(x) =
m∏
k=1

ω
q
qk

k (x), (3.4)

khi đó ta có ω ∈ Wp
α.

Định nghĩa 3.2. Cho các hàm trọng ωk ∈ Wp
αk
, k = 1, . . . ,m. Ta nói rằng

(ω1, . . . , ωm) thỏa mãn điều kiện Wp
−→α nếu

ω(S0) ≥
m∏
k=1

ωk(S0)
q
qk . (3.5)

Ví dụ 3.1. Cho các hàm trọng ωk ∈ Wp
αk
, k = 1, . . . ,m với ωk(x) = |x|αkp với

k = 1, . . . ,m thì (ω1, . . . , ωm) thỏa mãn điều kiện Wp
−→α .

Trong toàn bộ chương này, s1, . . . , sm là các hàm đo được từ
(
Z?p
)n

vào Qp và

ta kí hiệu bởi −→s là vectơ (s1, . . . , sm).
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Bổ đề dưới đây là một ví dụ cho hàm thuộc không gian Lrω(Qd
p).

Bổ đề 3.1. Cho ω ∈ Wα, α > −d và γ > 0. Khi đó, các hàm

fr,γ(x) =

0 nếu |x|p < 1

|x|
−d+αr −

1
γ2

p nếu |x|p ≥ 1.

thuộc Lrω(Qd
p) và ||fr,γ||Lrω(Qdp) =

(
ω(S0)

1− p−r/γ2
)1/r

> 0.

3.2.2. Các kết quả chính

Các kết quả chính của mục này là các Định lý 3.1, 3.2, 3.3.

Định lí 3.1. Giả thiết rằng (ω1, . . . , ωm) thỏa mãn điều kiện Wp
−→α và tồn tại một

hằng số β > 0 thỏa mãn |sk(t1, . . . , tn)|p ≥ min{|t1|βp , . . . , |tn|βp} đúng với mọi

k = 1, . . . ,m và với (t1, . . . , tn) ∈
(
Z?p
)n

hầu khắp nơi. Khi đó tồn tại một hằng

số C sao cho bất đẳng thức sau

||Up,m,n
ψ,−→s (f1, . . . , fm)||Lqω(Qdp) ≤ C

m∏
k=1

||fk||Lqkωk (Qdp) (3.6)

đúng với bất kỳ hàm đo được f1, . . . , fm khi và chỉ khi

A :=

∫
(Z?p)

n

m∏
k=1

|sk(t)|
−d+αkqk
p ψ(t)dt <∞. (3.7)

Hơn nữa, ∥∥∥Up,m,n
ψ,−→s

∥∥∥
L
q1
ω1(Qdp)×···×L

qm
ωm(Qdp)

= A.

Nhận xét 3.2. Với m = n = 1 ta nhận được Định lý 3.1 của Hung(2014). Lưu

ý rằng bất đẳng thức (13) cho hai dãy số thực không âm, là hệ quả trực tiếp của

Định lý 3.1 của Hung(2014).

Định lí 3.2. Cho 1 ≤ q, qk < ∞, λ, αk, λk là các số thỏa mãn (3.2), (3.3) sao

cho − 1
qk
< λk < 0 với k = 1, . . . ,m. Giả sử rằng (ω1, . . . , ωm) thỏa mãn điều

kiện Wp
−→α . Đặt

λ =
d+ α1

d+ α
λ1 + · · ·+ d+ αm

d+ α
λm.

Giả thiết rằng

B =

∫
(Z?p)

n

m∏
k=1

|sk(t)|(d+αk)λk
p ψ(t)dt <∞, (3.8)
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và

(ω(B0))
1+λq
q ≥

m∏
k=1

(ωk(B0))
1+λkqk
qk , (3.9)

với B0 là hình cầu {x ∈ Qd
p : |x|p ≤ 1}. Tồn tại một hằng số C sao cho bất

đẳng thức sau

||Up,m,n
ψ,−→s (f1, . . . , fm)||Lq,λω (Qdp)

≤ C
m∏
k=1

||fk||Lqk,λkωk
(Qdp)

, (3.10)

đúng với bất kỳ hàm các đo được f1, . . . , fm. Hơn nữa hằng số tốt nhất C trong

(3.10) bằng B.
Định lí 3.3. Cho q, qk, λ, αk, λk là các số thỏa mãn các điều kiện như trong Định

lý 3.2 và các điều kiện (3.2), (3.3) cũng được thỏa mãn. Giả sử rằng (ω1, · · · , ωm)

thỏa mãn điều kiện Wp
−→α . Khi đó Up,m,n

ψ,−→s được xác định như một toán tử bị chặn

từ Ḃq1,λ1
ω1

(Qd
p)× · · · × Ḃqm,λm

ωm
(Qd

p) vào Ḃq,λ
ω (Qd

p). Hơn nữa,

||Up,m,n
ψ,−→s ||Ḃq1,λ1ω1 (Qdp)×···×Ḃ

qm,λm
ωm (Qdp)→Ḃ

q,λ
ω (Qdp)

= B. (3.11)

Nhận xét 3.3. Trường hợp m = n = 1 từ Định lý 3.2 và 3.3 ta thu được Định

lý 2.1 trong chương 2 của luận án này.

3.3. Tính bị chặn của giao hoán tử của toán tử song tuyến tính Hardy- Cesàro

có trọng

Trên trường p−adic, giao hoán tử của toán tử tích phân kiểu Hardy đã được

nghiên cứu bởi các tác giả như Fu, Lu, Wu, Chuong, Hung,.... Ở đây chúng tôi

cũng nghiên cứu giao hoán tử của toán tử song tuyến tính p-adic Hardy- Cesàro

có trọng Up,2,n
ψ,−→s với biểu trưng trong CMOq

ω

(
Qd
p

)
.

3.3.1. Các giao hoán tử và bổ đề bổ trợ

Chúng tôi định nghĩa của giao hoán tử của toán tử song tuyến tính p-adic

Hardy- Cesàro có trọng như sau:

Định nghĩa 3.3. Cho n ∈ N, ψ :
(
Z?p
)n → [0,∞), s1, s2 :

(
Z?p
)n → Qp, b1, b2, là

các hàm khả tích địa phương trên Qd
p và f1, f2 : Qd

p → C là các hàm đo được.

Giao hoán tử của toán tử song tuyến tính p-adic Hardy- Cesàro có trọng Up,n
ψ,−→s

được định nghĩa như sau:

Up,n,
−→
b

ψ,−→s (f1, f2)(x) =

=

∫
(Z?p)

n

(
2∏

k=1

fk(sk(t)x)

)(
2∏

k=1

(bk(x)− bk(sk(t)x))

)
ψ(t)dt.

(3.12)



16

Đặt

C2 =

∫
(Z?p)

n

(
2∏

k=1

|sk(t)|(d+αk)λk
p

)
ψ(t)dt. (3.13)

D2 =

∫
(Z?p)

n

(
2∏

k=1

|sk(t)|(d+αk)λk
p

)(
2∏

k=1

∣∣∣logp |sk(t)|p
∣∣∣)ψ(t)dt. (3.14)

Nhận xét 3.4. D2 <∞ không suy ra C2 <∞.

Nhận xét 3.5. Ngược lại, C2 <∞ cũng không suy ra được D2 <∞.

3.3.2. Các kết quả chính

Định lí 3.4. Cho 1 < q < qk <∞, 1 < pk <∞,− 1
pk
< λk < 0, k = 1, 2 sao cho

1

q
=

1

q1
+

1

q2
+

1

p1
+

1

p2
,

và λ = λ1 + λ2. Giả thiết rằng ω(x) = ω
q
q1

+ q
p1

1 · ω
q
q2

+ q
p2

2 ;α = qα1

q1
+ qα1

p1
+ qα2

q2
+ qα2

p2

và

ω(B0)
1+λq
q ≥

2∏
k=1

ωk(B0)
1+λkqk
qk

+ 1
pk .

(i) Nếu cả C2 và D2 hữu hạn thì với bất kỳ các hàm b = (b1, b2) ∈ CBMOp1
ω1

(Qd
p)×

CBMOp2
ω2

(Qd
p) khi đó Up,n,

−→
b

ψ,−→s bị chặn từ Ḃq1,λ1
ω1

(Qd
p)× Ḃq2,λ2

ω2
(Qd

p) vào Ḃq,λ
ω (Qd

p).

(ii) Nếu với bất kỳ b = (b1, b2) ∈ CBMOp1
ω1

(Qd
p) × CBMOp2

ω2
(Qd

p), U
p,n,
−→
b

ψ,−→s bị

chặn từ Ḃq1,λ1
ω1

(Qd
p)× Ḃq2,λ2

ω2
(Qd

p) vào Ḃq,λ
ω (Qd

p) thì D2 hữu hạn.

Hệ quả 3.1. Let 1 < q < qk <∞, 1 < pk <∞,− 1
pk
< λk < 0, k = 1, 2 sao cho

1

q
=

1

q1
+

1

q2
+

1

p1
+

1

p2

và λ = λ1 + λ2. Hơn nữa giả thiết rằng |sk(t)|p > 1 hkn với t ∈
(
Z?p
)n

hoặc

|sk(t)|p < 1 hkn với t ∈
(
Z?p
)n

với mỗi k = 1, 2. Khi đó Up,n,
−→
b

ψ,−→s bị chặn từ

Ḃq1,λ1
ω1

(Qd
p)× Ḃq2,λ2

ω2
(Qd

p) vào Ḃq,λ
ω (Qd

p) nếu và chỉ nếu D2 hữu hạn.

Thật vậy, vì |x|p > 1 nên |x|p ≥ p, do đó ta có D2 ≥ (log p) C2. Vậy hệ quả

3.1 được suy ra trực tiếp từ Định lý 3.4.
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Chương 4

TOÁN TỬ ĐA TUYẾN TÍNH HARDY-CESÀRO

VÀ GIAO HOÁN TỬ TRÊN TÍCH CÁC KHÔNG GIAN LOẠI HERZ

Trong chương này chúng tôi nghiên cứu toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro

trên tích các không gian Herz và tích các không gian Morrey-Herz. Đầu tiên

chúng tôi đặt vấn đề nghiên cứu bài toán. Tiếp theo sử dụng phương pháp của

Xiao(2001) và đã được vận dụng trong nhiều công trình khác nhau như Fu, Wu,

Hung, Ky..., các kĩ thuật từ giải tích đa tuyến tính, chúng tôi thu được tính bị

chặn của toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro trên tích các không gian Herz và

tích các không gian Morrey-Herz. Cuối cùng dựa vào phương pháp biến thực của

Coifman-Rochberg-Weiss(1976), phương pháp đánh giá trong giải tích đa tuyến

tính, và lược đồ nghiên cứu đã được hình thành của Fu, Gong, Lu, Yawn,... và

đặc biệt của Hung, Ky, chúng tôi chứng minh giao hoán tử của toán tử này bị

chặn từ tích các không gian tâm Morrey vào không gian tâm Morrey với biểu

trưng trong không gian Lipschitz.

Nội dung của chương này là dựa trên bài báo 3. trong danh mục công trình

đã công bố.

4.1. Đặt vấn đề

Bài toán đặt ra là nghiên cứu toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro có trọng

trên tích các không gian Herz và không gian Morrey-Herz.

Dưới đây là định nghĩa toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro có trọng được đưa

ra bởi Hung và Ky(2015)

Cho m,n ∈ N, ψ : [0, 1]n → [0,∞), s1, . . . , sm : [0, 1]n → R là các hàm đo

được. Toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro có trọng Um,n
ψ,−→s , được định nghĩa bởi

Um,n
ψ,−→s

(−→
f
)

(x) =

∫
[0,1]n

(
m∏
k=1

fk (sk(t)x)

)
ψ(t)dt, (4.1)

với
−→
f = (f1, . . . , fm), −→s = (s1, . . . , sm) .
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4.2. Tính bị chặn của toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro trên tích các không

gian Herz và Morrey-Herz.

4.2.1. Một số khái niệm và bổ đề

Chúng tôi nhắc lại định nghĩa của lớp hàm trọng thuần nhất giới thiệu bởi

Chuong và Hung(2014).

Định nghĩa 4.1. Cho γ là một số thực bất kỳ. Đặt Wγ là tập tất cả các hàm

ω xác định trên Rd, là các hàm đo được thỏa mãn ω(x) > 0 hầu khắp nơi với

x ∈ Rd, 0 <
∫
Sd

ω(y)dσ(y) < ∞, và hàm thuần nhất tuyệt đối bậc γ, nghĩa là

ω(tx) = |t|γω(x), với mọi t ∈ R \ {0}, x ∈ Rd.

Chú ý rằng W =
⋃
γ
Wγ chứa tất cả các hàm trọng lũy thừa ω(x) = |x|γ.

Để cho thuận tiện chúng tôi đưa ra vài kí hiệu chung cho cả mục này. Cho

β > 0, γ, α, α1, . . . , αm là các số thực, γ1, . . . , γm > −d, 0 < p < ∞, 1 ≤
q < ∞, 1 ≤ pi, qi < ∞ với i = 1, . . . ,m và λ, λ1, . . . , λm ≥ 0 thỏa mãn

α1 + α2 + · · · + αm = α, 1
p1

+ 1
p2

+ · · · + 1
pm

= 1
p ,

1
q1

+ 1
q2

+ · · · + 1
qm

= 1
q ,

γ1
q1

+ γ2
q2

+ · · · + γm
qm

= γ
q , λ1 + λ2 + · · · + λm = λ. Sd = {x ∈ Rd : |x| = 1}

Sd = 2π
d
2

Γ(d2 )
. Các hàm ωi thuộc vào lớp Wγi với mọi i = 1, . . . ,m, đặt

ω(x) =
m∏
i=1

ω
q
qi

i (x). (4.2)

Với cách định nghĩa của ω như trên ta thấy ω ∈ Wγ.

Bổ đề 4.1. Cho p ≥ 1 và (fk)k≥1 là các hàm không âm và đo được trên [0, 1]n.

Khi đó ta có

∞∑
k=1

(∫
[0,1]n

fk(t)dt

)p
≤

 ∫
[0,1]n

( ∞∑
k=1

f pk (t)

)1/p

dt


p

.

Bổ đề 4.2. Nếu f ∈MK̇α,λ
p,q (ω) thì ‖fχk‖q,ω ≤ 2k(λ−α)‖f‖MK̇α,λ

p,q (ω).

4.2.2. Các kết quả chính

Định lí 4.1. (i) Cho s1(t), . . . , sm(t) 6= 0 hầu khắp nơi trong [0, 1]n và

A1 =

∫
[0,1]n

(
m∏
i=1

|si(t)|−αi−
d+γi
qi

+λi

)
ψ(t)dt <∞. (4.3)
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Giả sử rằng 1 ≤ p < ∞ hoặc 0 < p < 1 và ít nhất một trong số các λ1, . . . , λm
là dương thì

‖Um,n
ψ,−→s (
−→
f )‖MK̇α,λ

p,q (ω) ≤ C−→α ,−→λ · A1 ·
m∏
i=1

‖fi‖MK̇
αi,λi
pi,qi (ωi)

. (4.4)

với

C−→α ,−→λ =


m∏
k=1

(
2|αk−λk| + 1

)
nếu 1 ≤ p <∞

2λ

(2λp−1)
1/p

m∏
k=1

(
2|αk−λk| + 1

)
nếu 0 < p < 1 và λ > 0.

(ii) Ngược lại cho 0 < p < ∞, 0 < λi < ∞ với i = 1, . . . ,m. Giả sử rằng

Um,n
ψ,−→s được xác định như một toán tử bị chặn từ

m∏
i=1

MK̇αi,λi
pi,qi

(ωi) vào MK̇α,λ
p,q (ω)

thì (4.3) đúng và

‖Um,n
ψ,−→s ‖ m∏

i=1
MK̇

αi,λi
pi,qi (ωi)→MK̇α,λ

p,q (ω)
≥ A1 ·D−→α ,−→λ , (4.5)

với

D−→α ,−→λ =

m∏
i=1

(2λipi−1)1/pi

(2λp−1)1/p
· (1−2−q(λ−α))

1/q

m∏
i=1

(1−2−qi(λi−αi))1/qi
·

m∏
i=1

(qi(λi−αi))1/qi

(q(λ−α))1/q
· (ω(Sd))

1/q

m∏
i=1

(ωi(Sd))
1/qi
.

Định lí 4.2. (i) Nếu 1 ≤ p <∞, s1(t), . . . , sm(t) 6= 0 hầu khắp nơi trong [0, 1]n

và

A2 =

∫
[0,1]n

(
m∏
i=1

|si(t)|−
d+γi
qi
−αi

)
ψ(t)dt <∞, (4.6)

thì

‖Um,n
ψ,−→s (
−→
f )‖K̇α,p

q (ω) ≤ A2 ·
m∏
k=1

(
2|αk| + 1

)
·
m∏
i=1

‖fi‖K̇αi,pi
qi (ωi)

. (4.7)

(ii) Giả sử rằng |si(t1, . . . , tn)| ≥ min{tβ1 , . . . , tβn} với i = 1, . . . ,m và Um,n
ψ,−→s bị

chặn từ
m∏
i=1

K̇αi,pi
qi

(ωi) vào K̇α,p
q (ω) thì (4.6) đúng và

‖Um,n
ψ,−→s ‖ m∏

i=1
K̇
αi,pi
qi (ωi)→K̇α,p

q (ω)
≥ A2 · E−→α , (4.8)

ở đó

E−→α =
(mp)1/p

m∏
i=1

p
1/pi
i

·
(

2qα − 1

qα

)1/q

·
m∏
i=1

(
qiαi

2qiαi − 1

)1/qi

· (ω(Sd))
1/q

m∏
i=1

(ωi(Sd))
1/qi

.
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Nhận xét 4.1. Khi α1 = · · · = αm = 0 ta thu được tính bị chặn và chuẩn

của toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro trên tích các không gian Lebesgue.

Tuy nhiên các kết quả này không tốt bằng các kết quả đã thu được của Hung,

Ky(2015). Trong Định lí 3.1 của Hung, Ky(2015) chỉ ra rằng chuẩn của Um,n
ψ,−→s từ

Lp1ω1
× · · · × Lpmωm vào Lpω chính xác bằng

∫
[0,1]n

(
m∏
i=1
|si(t)|−

d+γi
qi
−αi
)
ψ(t)dt.

Nhận xét 4.2. Từ kết quả của Định lý 4.2 chúng ta suy ra, trong trường hợp tồn

tại hằng số dương β sao cho |si(t1, . . . , tn)| ≥ min{tβ1 , . . . , tβn} với i = 1, . . . ,m

(lưu ý trường hợp toán tử Hm
ψ thì điều kiện này tự động được thoả mãn), thì

Um,n
ψ,−→s được xác định như một toán tử bị chặn từ

m∏
i=1

MK̇αi,λi
pi,qi

(ωi) vào MK̇α,λ
p,q (ω)

thì điều kiện cần và đủ là A2 hữu hạn. Hệ quả này, chứa hai kết quả là Định lý

5 và Định lý 6 của Gong, Fu và Ma(2014), hơn nữa để thu được điều kiện cần,

các tác giả phải giả thiết α1 = · · · = αm, p1 = · · · = pm và q1 = · · · = qm, tuy

nhiên kết quả của chúng tôi không cần có giả thiết đó. Tương tự như vậy cho

kết quả của Morrey-Herz, các kết quả của chúng tôi thu được trong Định lý 4.1

là thực sự làm mạnh các kết quả trước đó của Gong, Fu và Ma.

Nhận xét 4.3. Định lý 4.1 xem xét cả trường hợp khi 0 < p < 1, ý tưởng tiếp

cận trường hợp này được chúng tôi tham khảo từ công trình của J. Kuang(2008),

trong đó tác giả đánh giá chuẩn của toán tử Vψ trong không gian Herz. Chính

vì vậy kết quả của chúng tôi là mở rộng hơn và mạnh hơn với kết quả tương ứng

thu được của Gong, Fu, Ma(2014) và là mở rộng cho trường hợp đa tuyến tính

của các công trình của Kuang, Liu, Fu, Chuong, Duong,....

4.3. Giao hoán tử của toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro

Giao hoán tử của toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro Um,n
ψ,−→s , theo nghĩa của

Coifmann-Rochberg-Weiss, được xác định như sau

Um,n,
−→
b

ψ,−→s

(−→
f
)

(x) :=

∫
[0,1]n

(
m∏
k=1

fk (sk(t)x)

)(
m∏
k=1

(bk(x)− bk (sk(t)x))

)
ψ(t)dt.

(4.9)

Dựa theo ý tưởng của Tang, Xue, Zhou(2011), chúng tôi sẽ xem xét các biểu

trưng thuộc lớp hàm Lipschitz, xác định như sau

Định nghĩa 4.2. Giả sử rằng 0 < β < 1. Không gian Lipschitz Lipβ(Rn) là tập

tất cả các hàm f : Rn → C sao cho

||f ||Lipβ(Rn) := sup
x,y∈Rn,x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|β

<∞. (4.10)
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4.3.1. Các kết quả chính

Định lí 4.3. Cho αi > −d, 1 ≤ q ≤ qi < ∞, 0 ≤ ri, 1 ≤ pi < ∞, 0 < βi < 1,

0 < β < 1, 0 ≤ λi, λ ≤ 1 với i = 1, . . . ,m, α = α1 + · · · + αm > −d, β =

β1+· · ·+βm, λ = λ1+· · ·+λm, 1
p = 1

p1
+· · ·+ 1

pm
, và 1

q = 1
q1

+· · ·+ 1
qm

+ 1
r1

+· · ·+ 1
rm
.

Giả thiết rằng bi ∈ Lipβi và ωi thỏa mãn (4.2) với i = 1, . . . ,m. Các hàm

s1(t), . . . , sm(t) 6= 0 hầu khắp nơi t ∈ [0, 1]n sao cho∫
[0,1]n

(
m∏
i=1

|si(t)|−
d+γi
qi

+λi−αi|1− si(t)|βi
)
ψ(t)dt <∞. (4.11)

thì giao hoán tử Um,n,
−→
b

ψ,−→s xác định như toán tử bị chặn từ MK̇α1,λ1
p1,q1

(ω1) × · · · ×
MK̇αm,λm

pm,qm
(ωm) vào MK̇α′,λ

p,q (ω) khi 0 < p < 1 và λ > 0 hoặc khi 1 ≤ p < ∞ và

λ ≥ 0. Giả thiết rằng

α′ = α−
m∑
i=1

βi −
m∑
i=1

d+ γi
ri

. (4.12)

Khi m = n = 1, ω1 = 1, s1(t) ≡ t thì U 1,1,
−→
b

ψ,−→s = U b
ψ, ta thu được kết quả sau:

Hệ quả 4.1. Cho ψ : [0; 1]→ [0;∞) là hàm đo được, 0 < β < 1, b ∈ Lipβ(Rd),

1 ≤ q2 ≤ q1 <∞. Nếu

A =

∫ 1

0
t
−
(
γ1−λ− d

q1

)
(1− t)βψ(t)dt <∞, (4.13)

thì U b
ψ bị chặn từ MK̇α1,λ

p,q1
vào MK̇α2,λ

p,q2
, với α1 = α2 + β + d

(
1
q2
− 1

q1

)
.

Nhận xét 4.4. Trong Tang, Xue, Zhou(2011), để thu được tính bị chặn của U b
ψ

từ MK̇γ1,λ
p,q1

vào MK̇γ2,λ
p,q2

, các tác giả cần điều kiện đủ đối với hàm ψ là:

C =

∫ 1

0
t
−
(
γ1−λ− d

q1

)
ψ(t)dt <∞.

Tuy nhiên với 0 ≤ t ≤ 1 thì A ≤ C. Thật vậy, chọn ψ(t) = t
(1−t)1+β/2 ,

γ1 − λ − d
q1

= 1 suy ra C = ∞ nhưng A < ∞. Vậy kết quả chúng tôi thu được

tốt hơn so với kết quả của Tang, Xue, Zhou.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1. Kết quả đạt được

Trong luận án này chúng tôi đã nghiên cứu tính bị chặn của toán tử loại Hardy

và giao hoán tử của nó trên một số không gian hàm. Luận án đã đạt được các

kết quả sau:

• Tìm được chuẩn của toán tử p-adic Hardy-Cesàro có trọng trên Lq,λω (Qd
p),

Ḃq,λ
ω

(
Qd
p

)
và CMOq,λ

ω

(
Qd
p

)
. Đồng thời đưa ra một điều kiện cần và một điều

kiện đủ đối với ψ(t) để Up,b
ψ,s bị chặn trên Ḃq,λ

ω

(
Qd
p

)
với biểu trưng trong

CMOq,λ
ω

(
Qd
p

)
.

• Tìm được chuẩn của toán tử đa tuyến tính p-adic Hardy-Cesàro có trọng

trên tích các không gian Lqω(Qd
p), L

q,λ
ω (Qd

p) và Ḃq,λ
ω

(
Qd
p

)
. Đồng thời đưa ra

được một điều kiện cần và một điều kiện đủ đối với ψ(t) để giao hoán tử bị

chặn trên tích các không gian Ḃq,λ
ω

(
Qd
p

)
với biểu trưng trong CMOq,λ

ω

(
Qd
p

)
.

• Đưa ra một điều kiện cần và một điều kiên đủ đối với lớp hàm trọng ψ(t)

để cho toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro có trọng bị chặn trên tích các

không gian MK̇α,λ
p,q (ω), K̇α,p

q (ω). Hơn nữa chúng tôi cũng đưa ra được một

điều kiện cần đối với ψ(t) để giao hoán tử của chúng bị chặn trên tích các

không gian MK̇α,λ
p,q (ω) với biểu trưng trong Lipβ(Rd).

2. Kiến nghị một số vấn đề nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh các kết quả đã đạt được trong luận án, một số vấn đề mở liên

quan cần được tiếp tục nghiên cứu:

• Nghiên cứu chuẩn của toán tử đa tuyến tính Hardy-Cesàro có trọng trên tích

các không gian kiểu Herz thuần nhất, không thuần nhất có trọng, và giao

hoán tử của nó trên tích các không gian Morrey-Herz thuần nhất có trọng.

• Nghiên cứu chuẩn của toán tử đa tuyến tính p-adic Hardy-Cesàro có trọng

trên tích các không gian p-adic kiểu Herz thuần nhất, không thuần nhất có

trọng, và giao hoán tử của nó trên tích các không gian p-adic Morrey-Herz

thuần nhất có trọng.
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